Simon Kramer Logique élémentaire EPFL

Etude de cas 5°
Preuve de programme

Calcul de la fonction puissance (bis)

1 juin 2004

Nous allons prouver que le programme

const int z,n;

int y;
{
int ¢, 2;
1=
y=1
Z =
while (i > 0)
{
while (i%2 = 0)
{
Zi=2zz
=1/2;
Yy=y-z
-
}
}

calcule bien la nieme puissance du nombre entier = pour tout n > 0. (% est un symbole
fonctionnel binaire qui désigne I'opération calculant le reste entier d’une division.)

Dans ce but, nous allons prouver formellement — moyennant la logique de Hoare —
que y est égale a cette puissance si le programme termine, et ensuite nous allons prouver
informellement que le programme termine effectivement. Nous allons utiliser le fait (théo-
reme) que si ¢ > 0 est pair alors p(z,:7) = p(p(z,2),i/2) = p(z - 2,i/2) ou p désigne la
fonction puissance.
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Preuve formelle

Y(n € int)V(z € int)(n > 0 = (n = 0 = p(z,
V(n € int)V(z € int)(n > 0= (n # 0= p(z,n) =z -p(x,n — 1)))

r € int An € int Ay € int
1 € int
z € int

n) =

1)

C=while (i%2=0){z:=2-2;1:=1/2; } y ==y - 21~

m>0Ni=nAy=1ANz=12)=
n>0{i:=n;}(n>0Ai=n)

m>0ni=n){y:=1}(n>0ANi=nAy=1)

(i=0Ay-p(z,i) = p(z,n))

m>0ni=nAy=0{z=2;}(n>0Ni=nAy=1Az=n2x)
m>0ni=n){y=Lz=2;}(n>0Ni=nAy=1Az=1x)
n>0{i=ny=Lz=x}(n>0ANi=nAy=1Az=21)
n>0{i:=ny:=1z:=x;}(i >0Ay-p(z1) =plz,n))

i>0A i>0A
y-p(z-2,1/2) =plx,n) | {z:=2-2} |y-p(z1/2) = p(z,n)
Ai%2 =0 Ai%2 =0
i>0A i>0A
y-p(z0) =plz,n) | {z:=2-2} | y-p(2i/2) =p(z,n)
Ai%2 =0 Ai%2 =0
i>0A :
. i/2>0AN
. Z2,1) = xT,n Zi=2-Z .
Y ps\ 2%2 :pg I (y~p(z72/2):p(x7n))

(y-p(zi7/i2/2>) i/;(lwn)) t=if2} (y-p( |

z,1) =

i>0A )
p(z,i) = p(z,n)

i >0A

y-plz, i) =ple,n) | {z:=2-21i:=1i/2;} (

ANi%2=0

i>0Ay-p(z,i) =pz,n)

OAy-p(zi

plz,n) Ni%2 # 0

i>0Ay-p(z, p(z,n)
{while (i%2=0) {z =z -
1> 0AYy-p(z,4) =plx,n)

) =
{whlle (i%2 g)) {z: =2 2;i:=1i/2;}}
i) =

zi=1i/2; 1}

(y 2 p(z,lf—ol)A— p(%ﬂ)) =y-=) <y -p(z
<y-p(;s O:Ap(x,n)> tv=y-=} <y-p(2

1> 0A
yi—1) =p(z,n)

ZL—>1(; i p(z, n))

)

ax def
ax def
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hyp
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lem 1
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ax

ax
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i —1>0A . 1> 0A
23 T = - = ax
(y -p(z,1—1) = p(z, n)> {1} (y -p(2,1) = p(z, n)>
o4 i>0A > ( = > 23
(e 2 o) 1 (ynins i
i >0 A . i >0A
25 L ) =y i < = > 22, 24
(y p(esd) = plem)) Y I i) = pla)
;> 0 A 1 >0A
26 L > C < = ) 6, 20, 25
(y p(2,1) = p(z,n) {c y-p(z,4) = p(z,n)
1> 0A p
27 y-p(z,i) = p(z,n) | {C} ( A (l 2) gA( - )> 26
NP0 y-p(z,i) =p(z,n
. 1> 0A
28 ( ' 2 A , ) {while (: > 0) C} [y p(z,i) = p(z,n) 27
y-p(z,1) =p(z,n) NiFO
i >0A . y s . o
29 (y p(zd) = p(x,n)) {while (i > 0) C} (y = p(z,n) Ai ¥ 0) 28,C.S. 4
30 (i >0Ay-p(z,i) =p(z,n)) {while (i > 0) C} y = p(z, n) 29
31 n>0{i:=n;y:=1;z:=z;while (i > 0) C}y = p(x,n) 13, 30
n>0
{i =ny:=1z2:=u;
32 while (i > 0) { 6, 31
while (i%2=0){z:=2-2zi:=1/2;}y ==y - z;i-; }}
y=np(z,n)
n>0
{i: =ny:=1z2:=u;
33 while (i > 0) { 6, 32
while (i%2=0){z:=z-zi:=1/2;} y =y 2z;i-; }}
y =p(z,n)
n>0
{int z;i:=n;y = 1;2 := x;
34 while (i > 0) { 5, 33
while (i%2=0){z:=2z-2;i:=i/2;} y ==y - z;i—; } }
y=rp(z,n)
n>0
{int 4;int z;i :=n;y := 1; 2 := x;
35 while (i > 0) { 4,34

while (i%2=0){z:=z2-2z;i:=1/2;}y ==y - z;i—; }}
y =p(z,n)
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Commentaires

— la preuve sous-entend les axiomes de I'arithmetique

— I'expression i-- est une abréviation pour I'expression i :=i — 1

— les invariantes sont mises en évidence en rouge

— le programme termine parce que i décroit strictement dans les deux boucles



Simon Kramer Logique élémentaire EPFL
Lemme (1)
6.1 n>0Ni=nAy=1ANz=zx hyp
6.2 i>0 6.1
6.3 p(z,n) =p(x,n) ax
6.4 p(z,i) = p(z,n) 6.1,6.3
6.5 1-p(z,i) = p(x,n) 6.4
6.6 y-p(x,1) =p(z,n) 6.1,6.5
6.7 i>0Ay-p(x,i) =p(z,n) 6.2,6.6
7 mn>0Ni=nAy=1Az=2)=(i>0Ay-p(z,i) =p(z,n)) 6.1,6.7



