Simon Kramer Logique élémentaire EPFL

Etude de cas 4°
Preuve de programme

Calcul de la fonction puissance

25 mai 2004

Nous allons prouver que le programme

const int z,n;

int y;

{
int ¢;
1:=n;
y=1
while (i > 0)
{

y=y-x

}

}

calcule bien la nieme puissance du nombre entier = pour tout n > 0.

Dans ce but, nous allons prouver formellement — moyennant la logique de Hoare —
que y est égale a cette puissance si le programme termine, et ensuite nous allons prouver
informellement que le programme termine effectivement.
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Preuve formelle

Y(n € int)V(z € int)(n > 0= (n =0 = p(z,n) =1))
V(n € int)V(z € int)(n > 0= (n # 0= p(z,n) =z -p(x,n — 1)))
r € int An € int Ay € int

while (i > 0) {y ==y - x;i—; }
n=0Ai=nAy=1)= (i 20Ay-p(,i)=p(z,n))
P> 0Ay-pla,i) = plz,n) AT % 0) = (y = plz,n) Ai ¥ 0)
i>0Ay-p(x,i) =plx,n)Ai>0)=

(i>0Ay-x-plx,i—1)=p(z,n) Ai>0)
0{i:=n;}(n>0Ai=n)
My=1L}n>0Ani=nAy=1)
O{z.:n,y.— Lin>0ni=nAy=1)

i>0A i>0A
y-x-p(r,i—1)=p(a,n) | {y:==y-2:} |y plz,i—1)=p(x,n)
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oot 1) = olen R i—1>0A
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Y- I-p(l’,i*l) :p(zm)) {U I:y°l';’i“;} (yp(;7§i/;)(g'7n)>

1> 0A
y-plz,i) =ple,n) | {y:=y-z;i- 2 0A
S : y-plx, i) =p(z,n)

0
1> 0A 1>
(y-p(;z:g)z}(x n) ) {c }<(/ p(x, /): (1,/1)/\2)40)
(i 2 0Ay-p(z,i) =p(z,n)){C} (y = p(z,n) Ai # 0)

(n=20ANi=nAy=1){C(y=px,n)Ai}#0)
n>0{i:=n;y:=1C}(y=nplz,n) Ai%0)
n>0{i:=ny:=1,Cly=p(z,n)
n>0{i:=n;y:=1;while (i > 0) {y =y -x;i--; }}y = p(z,n)
n>0{i:=n;y:=1l;while (i > 0) {y :=y - x;i; } } y = p(z,n)
n > 0{int i;7 := n;y := 1;while (¢ > 0) {y ==y - ;i }} y = p(z,n)
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Commentaires

— la preuve sous-entend les axiomes de I'arithmetique

— I'expression i-- est une abréviation pour I'expression i :=i — 1
— linvariante de la boucle while est mise en évidence en rouge
— le programme termine parce que ¢ décroit strictement
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Lemme (1)
n>0Ni=nAy=1
1 >0
p(z,1) = p(z, i)
p(z,i) = p(z,n)
1-p(z,i) = p(z,n)
y-p(z,i) = p(x,n

m>0Ni=nAy=1)= (i >0Ay-p(z,i) =p(z,n))

hyp

5.1
theor
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Lemme (2)
6.1 i>0Ay-p(z,i) =plz,n)ANi 0 hyp
6.2 1=0 6.1
6.3 p(z,i) =1 1,6.2
6.4 y-1=p(z,n) 6.1,6.3
6.5 y=p(z,n) 6.4
6.6 y=plz,n)Ai#0 6.1,6.5
7 (1>0Ay-p(z,i) =plx,n) Ni $0) = (y=p(x,n) Ai $0) 6.1,6.6
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Lemme (3)
1> 0Ay-p(z,i) =plz,n) Ai>0
1>1
p(z,1) = - p(z,i—1)
y-z-p(z,i—1)=p(z,n)
i >0Ay-xz-plx,i —1)=plz,n)Ai>0
(t>0Ay-p(z,i) =plz,n) Ai>0)=
(t>0Ay-z-p(z,i—1)=p(z,n) Ai>0)

hyp
7.1
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