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Preuve « mathématique »

Montrons que f : [a,b] — R strictement monotone, f dérivable

en z9 € a,b[, f(z¢) # 0 admet une fonction réciproque f~1,
A —1y/ da

derivable en yo = f(x0), (/™) (w) = 7y, % = 4.

—~On a f~lo f =identité

A f@) =2 Voelab

en dérivant par rapport a x en xg :

(N (f(xo)) - f'(20) = 1
And (fil)/(’yo) : f/(fL'[)) =1
NN |
& () () = ey

Avertissement
La présente étude de cas n’a pas la prétention de rem-

placer les parties correspondantes d’un cours d’analyse.
Notamment, nous ne pouvons entrer ici dans le détail de
la définition de la dérivabilite d’'une fonction f : S — R
(S € R) en un point z. Cette définition contient géné-
ralement des conditions particulieres sur la forme de S
(par exemple que S est un intervalle non réduit a un
seul point) ou sur la position de « par rapport a S (par
exemple que z est un point intérieur a S). Pour ne pas
avoir a entrer dans ces « détails », nous admettons
que la proposition « f est dérivable en x » implique tou-
jours que ces conditions sont satisfaites. Cette conven-
tion s’applique notamment a notre énoncé du théoreme
de dérivation d’une fonction composée.

Ipreuve « mathématique » tiree du cours Analyse |, EPFL, 2003 et fournie par Philippe Suter
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Preuve formelle
1| Vi@eeRVbBeRNV(ceR)((a<bAb<c)=a<c) ax
2| VaeRNVObeR)(a<bVa=bVb<a) ax
3| VY(aeR)(a£a) ax
4| VaeRNVObeR)(Ja,b)[={zeR|a<zAz<b}) ax déf
5| V(e e R)V(be R)V(f :[a,b] = R)V(S C [a,b])(f est s.c. sur S &
VYzeSV(yeS)(rt<y= fQx < fQy)) ax déf
6| V(ae RV eRV(Sf:[a,b — R)V(S C[a,b])(f est s.d. sur S &
Ve SV(yeS)(zr<y= fQy< fQu)) ax déf
7 | V(aeRWV(ObeRWV(Sf:[a,b — R)V(S C [a,b])(f est sm. sur S <
(fests.c.sur S V festsd surS)) ax déf
8| V(SCRWVISCRW(f:S8S—9)NV(g:5—=R)WV(xzeS)
(festdér.enx A gestdér.en fQx) =
(gofestdér.enz A (gof)Quz=(4Q(fQx))-(fQx)) théor
9 | Vf(f est une fonct. inject. = flof= Idpomy) lem 1
10| Ve e RVbeR)(a#bsa<bVb<a) lem 2
11 fila,b] = R A festsm sur [a,b] A 29 € Ja,b] A
festdér.enzy A flestdér.en fQzy A f/Quxy#0 hyp
12 Yo = f Qg hyp
13 z € Domf Ay € Domf Az #y hyp
14 r<yVy<czx 13,10
n fQz# fay
n+1 (x € Domf Ay € DomfAx#y)= fQu# fQy 13,n
n+2 VaVy((z € Domf Ay € Domf Ax #y)= fQx # fQy)) n+1
n+3 f est une fonct. inject. n+2
n+4 f~! est une fonct. n+3
n+5 flo f=1dyy n+3, 9
n+6 V(z € [a,0))(frQ(fQx) =1) n+5
n+7 fra(faw) = n+6
n+8 fla(fQz) =zo= ((fYYQ(fQx)) - (fQz) =1 n+7,11, 8
& ((f)Qy) - (f Q) =1 12
& (Y= pam 11
n+3 (f ™" Qyo = 7ar N+7, n+8
n+10 f~! est une fonct. A (f71) Qyy = m n+4, n+9
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Commentaires

— le symbole

désigne un ordre total strict
— est s.c. sur estun symbole

qui abrege « est strictement croissant sur »
— est s.d. sur estun symbole

qui abrege « est strictement décroissant sur »
— est s.m. sur estun symbole

qui abrege « est strictement monotone sur »

— est dér. en estun symbole
qui abrege « est dérivable en »
— le symbole

désigne I'opération de différentiation
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Lemme (1)
8.1 | VaVy((x,y) € flof o x€Domf Ay € DomfAfQx=fQy) lem 1.1
8.2 f est une fonct. inject. hyp
8.3 (z,y)e flof hyp
8.4 (r,y)€ flofeazcDomfAycDomfAfQr=fQy 8.1
8.5 x €Domf Ay €DomfAfQx=fQy 8.3,8.4
8.6 (x € Domf Ay €DomfAfQax=fQy)=>ax=y 8.2
8.7 T=y 8.5, 8.6
8.8 z €DomfAx=y 8.5,8.7
8.9 (x,y) € Idpoms 8.8
8.10 (z,y) € Idpomys hyp
8.11 x €DomfAx=y 8.10
8.12 r€Domf Az € DomfAfQr=fQu 8.11
8.13 z €Domf Ay €Domf A fQxr=fQy 8.11,8.12
8.14 (r,y) € flof<e zeDomfAy€DomfAfQr=fQy 8.1
8.15 (r,y) € flof 8.13,8.14
8.16 o f = Idpomy 8.3,8.10
8.17 | f est une fonct. inject. = f~lof = Idpomf 8.2,8.16
9 | Vf(f est une fonct. inject. = f~'o f = Idpoms) 8.17
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Lemme (2)
a€eR
beR

a#b

a<bVb<a

a<bVb<a
a<b

0t

b<a

a#b
a#b
atbsa<bVb<a
beR=(a#bsa<bVb<a)
VbeR) a#bea<bVb<a)
aeR=VObeR)(a#£bsa<bVb<a)
Y@eRWVObLeR)(a#£Absa<bVb<a)

hyp
hyp
hyp

hyp
hyp
hyp

hyp
hyp
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Lemme (1.1)
8.0.1| (m,y)e flof
& 3((@,2) € [A(zy) € F7)
& (zecDomfAz=fQzAzcDomf P Ay=f1@z)
sz €DomfAfQr€DomfAy=frla(faz)
s r€DomfA(fQx,y) € f!
<z € Domf A (y, fQzx) e f
< ax€Domf Ay e€Domf A fQr=faQy
8.1 | Vavy((z,y) € f o f < z€Domf Ay € Domf A fQr = fQy)




